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Нь твори машины \УтпзвыгзРа ^> 





Машина У’пазвитзга съ двумя вращающимися кругами представ- 
ляетъ с0бою, какъ извфетно, ни что иное, какъ видоизмВненную ма- 
шину Гольца второго рода и принадлежитъь къ числу машинъ само- 
заряжающихся. 

Причина самозаряжен1я подобныхъ машинъ точно не изв$стна; 
ее приписываютъ;: 

1, остаточному заряду въ кругахъ, 

2, электризащи круговъ чрезъ трен!е о воздухъ, 

3, электризащи металлическихъ частей машинъ естественнымъ. 
электричеетвомъ земли всл$детве того, что потенщаль въ различных 
точкахъ земного электрическаго поля различенъ, 


4, электризащи чрезъ соприкосновение. Г 
Какая изъ этихъ гипотезь наиболфе близка къ истинЪ, сказать 
трудно. а 


указанныхь причинъ въ любомъ частномъ случа, то Намъ к кется 
наиболЪе вфроятнымъ принять ихъ совмЪ%стное и одновременное суще- 
ствоване. \\» 
Впрочемъ, кавую бы изъ гипотезь мы ни прин" еор!я дЪй- 
стыя электрофорной машины оть этого не измфнится. `Иостараемея по- 
этому дать теорю машины У’пизВитзРа, не основ аясь ни на одной 
изъ указанныхъ гипотезъ, чтобы не связывать себя, такъ сказать, ни- 


. [3 (СУ 
Такъ какъ невозможно отрицать существован1я какой-нибудь ”йзЪ 






*) Настоящая замфтка служила реферэломъ въ Математическомъ Отдфлени 
Новорос. Общ. Естеств. 28 февраля 1897 года. 
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какими гипотетическими допущен1ями. Положимъ вмЪфств съ РеШззег*), 
что машина заряжается извнф при помощи какого-нибудь наэлектризо- 
ваннаго (положительно, напр.) тЪла, помфщеннаго противъ щеточки в 
(фиг. 44)**). Такъ какъ щеточка 8 касается наклейки В, и находится 
въ сообщении съ землею, то В; по индукщи зарядитея отрицательно и, 
двигаясь вмЪст$ съ дискомъ, придетъ въ 
Ву; въ это же время къ этому м%Фсту по- 
дойдетъ наклейка А, второго круга, кос- 
нется щеточки ©, и зарядится по индук- 
щи (вел дстые присутетвя В, въ В) поло- 
жительно; идя далфе, В: придеть въ Вз 
и чрезь вляне зарядить В., находя- 
щееся въ это время въ Ву и въ сопри- 
косновен!и, слфдовательно, со щеточкой 
8,, положительно; наконецъ, придя въ Ву, 
коснется кисточки 6, и потеряетъ свой 
отрицательный зарядъ. Что же касается 
В., то оно при прохождени передъ кис-' 
точкой & зарядить отрицательно ту на- 
: Фиг. 44. клейку круга А, которая въ это время 
будетъ находиться въ соприкосновении съ этой кисточкой. Повторяя 
тождественныя разсужден!я относительно остальныхъ наклеекъ, най- 
демъ то именно распред$лене электрическихъ массъ, которое изобра- 
жено нафиг. 44, т. е. въ Ги Ш квадрантахъ на кругахъ А иВ нахо- 
дятся разноименныя электричесвя массы, сл$довательно он должны 
притягиваться; на П и Г—одноименныя,— должны отталкиваться. Если 
теперь въ срединЪ квадрантовъ П и ГУ номЪетить гребенки, то на нихъ 
и будетъ собираться электричество: во П— отрицательное, въ ТУ-—поло- 
жительное. 

Къ совершенно тождественному результату мы пришли бы, исходя 
изъ любой изъ указанныхъ гипотезъ. Способомъ, указаннымъна фиг. 44, 
дЪйствительно распред$ляются электрическя НС 
массы на дискахъ машины У’пазвитза до 
тзхъ поръ, пока нзть гребенокъ. Назначене 
гребенокъ, какъ извЪфстно, состоитъ въ соби- 
ран1и, если можно такъ выразиться, элек- Е’* а 
тричества съ дисковъ, поэтому на машин ( ( 
съ двумя даметральными кондукторами и 
двумя подковообразными гребенками электри- 
ческ1я массы должны распред$литься такъ, 
какъ указано на фиг. 45, т. е. секторы, нахо- 
дяпеся въ промежутк$ Еа и НЬ на одномъ 
изъ дисковъ и Ес и Н’а—на другомъ, дол- 
жны находиться въ нейтральномъ состояни. 








2 
АСУ 


*) Ловп бтау, 1ез шасВ тез @есё!чиез & шИцепсе, фтадисйон 4е ©. Ре[Нвзег . 
Аррепа1се р. 205. 
- **) На схематическомъ рисункВ ($: 44) цилиндрическ1я сфчен!я А и В по Вег- 
#1?у юредставляютъ собою два диска: В—передыйй, А —заднй; «04 и ВВ1 — соотвёт- 
ственные д1аметральные коннукторы. 


ра. 


На самомъ же дЪлЪ нейтральныхъ частей на дискЪ нфтъ, а элек- 
‘трическ1я массы располатаются такъ, что въ частяхь Еси На (фиг. 46) 
Ти Ш-го квадрантовь находятен электричесвя массы различныхъ зна- 
ковъ. Это явлене не согласуется съ при- 
веденной выше теорей и подало поводъ 
БпаНегз’у*) заняться детальнымъ изсл%до- 
вашемъ машины У’лизвигзРа. Распред%- 
лен!е электричества, указанное на фиг. 46 
и найденное опытнымъ путемъ, показы- 
ваетъ, что гребенки дЪйствуютъ только на 
одинъ изъ круговъ, причемъ не нейтра- 
лизують круга (00’), на который дЪй- 
ствуютъ, а перезаряжаютъ его, въ то вре- 

Е в 46. мя, какъ кругъ ВВ' перезаряжается дламе- 

тральнымъ кондукторомъ; такимъ образомъ 

часть гребенки противъ круга ВВ’ и д!аметральный кондукторъ са не 
участвуютъ въ дЪйсти машины. 


СлЪдовательно, если удалить кажупияся лишними части машины, 
то ея производительность не должна измфниться. 


Производительность машины при 1 оборотахъ въ минуту изм$ря- 
лась количествомъ (е) искръ въ банкЪ Гапе, и оказалось, что 1) обы- 
кновенная машина \УпизвитзРа, 2) машина Упозвагзга, безъ гребенокъ 
передъ однимъ изъ круговъ и наконецъ, 3) — безъ гребенокъ передъ 
юднимъ изъ круговъ и безъ дламетральнаго кондуктора передъ другимъ, 
даютъ тождественные результаты. 


Вотъ приблизительныя значен!я, полученныя Зспайегз’омъ: 





п е 
у 48 132 
первый типъ | 44 140 
45 137 

второй тииъ 43 181 
31 129 

45 145 

ИА 47 151 
трети типъ 49 152 
47 147 





Итакъ, новая теор1я вполнф подтверждается опытомъ... 


Изъ сказаннаго можно заключить, что либо ОДИНЪ ‚из да метраль- 
ныхъ кондукторовъ машины, либо гребенки передъ одни иЪ ИЗЪ ДИСКОВЪ 
не соотвЪтствуютъ своему назначен1ю. < © 

Ближайпия изслфдован1я показали, что гребейки должны не только 
собирать электричество съ дисковъ, но и перезаряжать ихъ. Опытъ 


й *) У. Эсвайегз, зиг 1а №6оме 4е 1» шасьше У/позВигз. Апи. де сы, её 4е 
фЬуз., з6ме УП, +. Ур. 132. 


хх 
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‘показалъ, что въ обыкновенной машин работаютъ только гребенки пе- 
редъ однимъ изъ вращающихея дисковъ, передъ другимъ же не только- 
не участвуютъь въ дфлЪ собиран1я электричества, но часто являются 
даже ломЪхой. Что касается д1аметральныхъ кондукторовъ, предназна- 
ченныхъ для обезпечен1я невозможности перезаряжен1я, то оказывается, 
что одному изъ нихъ приходится работать вмЪсто находящихся съ его 
стороны гребенокъ: перезаряжать диекъ; слЪдовательно, на немъ, какт. 
на работающихъ ноловинахъ гребеновъ, должно бы собиратьея съ од- 
ной стороны положительное, съ другой— отрицательное электричество, 
которое отчасти нейтрализуется, отчасти уходить въ землю, такъ какъ. 
аметральные кондукторы не изолированы; однимь словомъ, скопляю- 
щееся на немъ электричество пропадаетъ. 


Впрочемъ, надо сд$лать оговорку, что только что сказанное им$- 
етъ мЪсто въ громадномъ большинствВ случаевъ, но не всегда; именно, 
когда соблюдена абсолютная симметрля въ расположении гребенокъ. 
передъ тфмъ и другимъ дискомъ, то возможно, что будутъ дЪйствовать. 
всЪ гребенки совм$етно, но самое ничтожное нарушене этой симметр!и: 
мгновенно доставляетъ перевЪсъ въ сторону гребенокъ передъ одним 
изъ круговъ, а передъ другимъ начинаетъ дЪйствоваль д1аметральный: 
кондукторъ. 

Разъ электричество дЪйствительно собирается на дламетральномь 
кондуктор$, лежащемъ со стороны недЪйствующихъ гребенокъ, то, раз- ` 
дЪливъ этоть кондукторъ на двЪ части, изолировавъ ихъ и присоеди- 
няя къ гребенкамъ соотвЗтствующаго знака, можно ждать увеличен1я 
производительности машины. Опыть А 
дЪйствительно вполнф подтвердилъ та- м 
кое предположене: производительность ; 
машины значительно увеличилась, хотя 
машина потеряла одно изъ главныхЪъ 
своихъ достоинствъ: способность хорошо 
сохранять полюсы. Поэтому Эевайетз, 
оставляя 0ба дламетральные кондукто-Е” - 
ра, разъединилъ гребенки, т. е. вмЪето - 












я @ | й 
подковообразной онъ взяль дв пря- -А\/ | к, 
мыхъ, помфщенныхъ на нФкоторомъ с 
разетоян!и другъ отъ друга. Перед$- 
ланную такимъ образомь машину схе- = ©, 

х р т, Фиг. 47. © 
матически можно представить такъ: 
на концахъ горизонтальнаго д1аметра одного изъ круговъ н тея 


дв% гребенки ЕЁиН'’ (фиг. 47); отъ этихъ гребенокъ на к 1и 60° 
находятся дв друпя гребенки Е и Н противь другого круга. Е и Е' 
соединены съ однимъ электродомъ, Ни Н' — съ другиь разстоя и 
же около 30° отъ каждой изъ гребенокъ находится чка (или гре- 
бенка) соотвфтственнаго д1аметральнаго кондуктора, (а, > с, а). Разетоя- 
н1е между д1аметральными кондукторами, такимь образом, около 50°. 

На каждой изъ гребенокъ соединенныхъ пор нахо- 
дятся кисточки, облегчаюцщуя перезаряжен!е наклеекъ. 


Собранная такимъ образомъ машина не перезаряжается, хорошо 
самозаряжается, а что касается увеличенгя ея производительности, тс: 


й 
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изъ нижесл$дующей таблицы мы видимъ, что производительность пере- 
дфланной машины вдвое больше сравнительно съ мапгиною \Упизватз а 
-обыкновеннаго типа. 


УД е 

Г р 90 

Обыкновенный типъ \Упизвигз а + 27,5 99 
[51 101 

| 25.5 180 

новый типъ {26 159 

| 55,5 186 


Аналогичнымъ образомъ была передЗлана и машина Вопеё и 
оказалось, что и здЪсь, замнивъ подковообразныя гребенки четырьмя 
прямыми, пом$щенными совершенно такъ, какъ указано на фиг. 47, 
можно увеличить вдвое производительность и этой машины. 

При помощи указанныхъ видоизмЪненй, какъ мы вид$ли, произ- 
водительность. машины \Упизвигза увеличилась вдвое, а способность 
машины легко самозаряжаться, хорошо сохранять полюсы и дфйство- 
вать почти во всякую погоду ставитъ эту мапгину въ настоящее время 
на ряду съ машинами У0$$’а, Но2а и другихъ. 


И. Точидловекй (Одесса). 


Иькоторыя приложен математической логики къ ариеметикъ, 


1. Собран!е какихъ-нибудь элементовъ, отличающихся ч$ыъ-либо 
другъ отъ друга, мы будемъ называть многообраземъ или классомъ. 

Въ частномъ случа къ числу классовъ мы отнесемъ также классъ, 
вовсе лишенный элементовъ. Этотъ пустой классь называется логиче- 
.скимъ нулемъ. 

Различные классы мы будемъ обозначать различными буквами, а, 
логическ1й нуль обозначимъ черезъ 0. 

Числа, указывающуя, сколько различныхъ элементовъ содержи тея 
въ классахъ А, В, С..., мы будемъ обозначать соотв тственно де ЗЪ 


МА), МВ), МС)... е © 
Въ частномъ случа в. 
№0) =0 «©”а) 
Едва ли нужно прибавлять, что вуль иметь вед наковое зна- 


чене въ обфихъ частяхъ равенства (1). < 2 
2. Два класса называются равными, если Зе#ый элементь одного 
класса входить въ составъ другого, и наоборотъ. 


Равенство классовъ обозначается также, какъ и равенство вели- 
`ЧинНЪ ВЪ алгебрь о 


# 


А =В. 
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3. Логическою суммою двухъ классовъ называется классъ, заклю- 
чающий въ себЪ веЪ элементы каждаго изъ ланныхъ классовъ и только» 
эти элементы. 


Логическую сумму двухъ классовь А и В обозначаютъ черезъ- 
А-В. 

4. Логическимъ произведенемъ двухъ классовъ называется классъ,. 
содержаций въ себЪ вс элементы, обще обоимъ классамъ, и только: 
эти элементы. Логическое произведев1е классовь А и В обозначается 
черезь АВ. При нахожден!и логическаго произведен!я возможны три 
случая. 

1) Классы А и В не имЪють ви одного общаго элемента. Въ 
этомъ случаЪ 

АВ =0, Г 


т. е. произведене двухъ классовъ равно логическому нулю (напримЗръ,. 
А—классъ окружностей, В—классъ треугольниковъ). 


2) Часть класса А совпадаетъ съ частью класса В. Тогда 
АВС, 


гл С отлично отъ логическаго нуля. Напримфръ, А — класеъ всевоз- 
можныхъ ромбовъ, В — классъ всевозможныхъ прямоугольниковъ; тогда» 
С—классъ квадратовъ. 


3) Одинъ изъ классовъ, наприм$ръ, А, цфликомъ входить въ со- 
ставъ другого класса; тогда 
ЕВЕ 


НапримЪ$ръ, А— всевозможные прямоугольники; В— всевозможные: 
о 


5. Логическое сложен!е и умножен!е обладаютъ, подобно ариеме- 
тическимъ дЪйствямъ того же имени, свойствами перемфетительности 
и сочетательности; кромЪ того, логическое умножене обладаетъ свой- 
ствомъ распредЪлительности по отношеню къ логическому сложен!ю.. 
Указанныя свойства логическихъ дЪйстый выражаются формулами: 


А+В=В-+А 
АВ = ВА $ 
А+ (В+ 0) =А-+В-- С; А(ВС) =АВС; А(В-- О=Ав-Е ВС 


6 . 
6. Вообще съ внЪшней стороны логическля формулы весь га, похожи 
на алгебраическ1я. Но есть и разница между нами. \\ 
Такъ, согласно съ опред$ленемъ логическихъ дя 
А=В имфемъ: $2 
ААА м (2) 


АА =А (3) 





1й, въ случаз. 


7. При логическихъ вычислен1яхъ весьма важную роль играетъ 
классъ, содержаций въ себ всЪ разсматриваемые элементы. Класеъ. 


а 1. 


175 





этотъ обозначаютъ буквою Т. Изъ самаго опредфленя этого клаеса вы- 
текаетъ равенство: 
АТ=А , (4) 


8. Отрицательнымъ классомъ по отношеню къ классу А назы- 
вается такой классъ, въ составъ котораго входятъ веЪ разематриваемые = 
элементы, не входящ!е въ составъ класса А, и только эти элементы. ь 


Назовемъ этотъь классъ словами „не А“ и условимся обозначать 
его малою буквою, соотв тствующею прописной буквЪ, которой обозна- 
ченъ классъ А, т. е. буквою а. у 


Тогда имфемъ: 


А-+а=ТтТ (5) 
Аа=0 (6) | 
9. Примфняя къ логическому нулю опредфлен1я логическихъ дВй- © 
стый, имфемъ: *) 
А--0=А (7) 
А0—=0 (8) 


10. Разсмотримъ два класса А и В, для которыхъ имфеть м$ето 
равенство 
АВ =0. ' 


т. е. два такихъ класса, которые не имфютъ ни одного общаго эле-. 
мента. 


Для двухъ такихъ классовъ справедливо уравнене 


М(А-Е В) = М(А)-- МВ), (9) 


показывающее, что число элементовъ въ логической сумм двухъ такихъ. 
классовъ равно сумм чиселъ элементовъ въ каждомъ изъ классовъ. 


Допустивши справедливость формулы (9) въ случа двухъ клас- 
совъ, ее легко распространить, пользуясь методомъ индукщи, на про- 
извольное число классовъ. 


ДЪйствительно, пусть для всякихъ # классовъ 
А., А. аа те, Ан-1, Ав , У 
никак1е два изъ которыхъ не им$ютъ ни одного общаго элементах опра- 


1 е У 
ведливо уравнене © 


МАРА... РАНА, )=М(А-ЕМ(А,-.. НЕМА, ОМА, ). (10). 


- 5 \ 
Тогда и для всякихъ ®--1 классовъ Га \\ 


А 5: 
ОЕ 


=. Ань (11) 


*) Изложенныя здфсь вкратцф основы математической логики знакомы уже чита- 
теламъ „ВЪстника“ по стать профессора Слешинскаго „Логическая машина Дже- 
вонса“. 
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никаюе два изъ которыхъ не имють ни одного общаго элемента, 
имфетъ мЪсто уравнене 


М(А,--А,--... РА» Е Аы)=МА,)-ЕМАЗ-Е. . ЕЖА» )-НМ(Ааа) (12) 
Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ 
МА, РА»... РА» -Е Азы) =МА НА... НА, РА] 

и такъ какъ логическое произведеше классовъ 


А -РА, ее А, И Аа, 


А.А, А.А. . .-Р А» Ап, 

‚ сводится къ нулю, благодаря сдфланному нами предположен!ю, что ни- 
какая пара изъ классовъ (11) не имфетъ ни одного общаго элемента, 
то, по формул (9), 

МА, РА, |... А, - Аа) = МА, НА, -...-К А, ) Е М(Ан ), 


или, подставляя 


вообще равное 


МА САС -ЕА,) 


въ это уравнен!е изъ уравненя (10), получимъ: 


М(А, -А,-[. . -ЕА, — А,1)= МА -ЕМ(Ао)-. . МА, МСА» 1) (13) 
} 11. Раземотримъ теперь два какихъ-нибудь класса А и В, кото- 
рые могутъ имфть обпие элементы. 

Такъ какъ (ур. 4) 


АТ 
и Т (р. 5) равно В-ЕВ, то 
А =А(В- 5), 
откуда, 
А = АВ-Ё АБ (14) 
| Точно также найдемъ 


Такъ какъ логическое произведен!е классовь АВи Аб равно вулю, 
ТО къ суммЪ ихъ, равной (см. ур. 14) А, примнима формула, 82 Уо- 
этому 


М(А) = М(АВ) + М(АЬ) < 
у Точно также найдемъ, что > 
М(В) = М(АВ) -- М(Ва) 9 (17) 


Складывая уравнен1я (16) и (17), находи 
М(А)-- М(В) = 2М(АВ) Е М(АЪ) ча М(Ва) (18) 


Сложимъ теперь два логическихь равенства (14) и (15). Сумма 
‚ ихъ даеть: 


, 
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А-ВЕАВ-АВ- АЬ-Е Ва, 
или, такъ какь АВ--АВ = В (см. ур. 2), то 
АУВ=АВ- АР Ва (19) 


Такъ какъ произведен!я классовъ АВ, Ва и АБ по два сводятся 
къ нулю, то, согласно съ уравненемъ (10), 


М(А-Р В) = М(АВ) -- М(АБ) -- М(Ва) (20) 
Вычитая почленно ур-е (20) изъ ур-я (18), получимъ: 


МА) -- МВ) — МА -Е В) = АВ), 
откуда 
(А+ В) = М(А) + МВ) — МАВ) (21) 


12. Обратимся теперь къ суммЪ какихъ-либо трехъ классовъ А, 
В, С. Разсматривая ее, какъ сумму двухъ классовъ А-- Ви С, согласно 
съ ур. (21), находимъ: 


МА-В-ЕО = мМА-В-- МО — М(А-В).С], 
МА-В-Е С) = М(А- В) -- М(С) — ММАС ВС) (22) 
Примфняя снова формулу 21 къ классу АС -- ВС, получимъ: 
М(АС-ЕВС)=М(АС)-ЕМ(ВС)—М[(АС)(ВС)]=М(АС)--М(ВС)—=М(АВС). 


Подставляя полученное выражеше для М(АС--ВС) въ ур-е 22, & 
также преобразуя №(А -—— В) при помощи ур-я 21, находимъ: 


М(А--В-О)=Х(А)-ЕМ(В)-ЕМ(С)-МАВ)--М(ВС)—М(СА)-ЕМ(АВС) (93). 


13. Формулы 21 и 23 представляють собою частные случаи общей 
‚формулы: 


ИЛИ 


ХС, => М „Р,)/— М ира „Ри Е «Е 


+ (—1)"- МС нРи ) (24) 
въ которой „Р»„ обозначаетъь произведене какихь-либо 7% класвовъ, Ве 
‘тыхъ среди классовъ А;. Ао....А,—1, А»; при указател$ т > 1;Зято 


же касается „Р,. то оно обозначаетъь просто какой-нибудь изъ, выше 
указанныхъ классовъ; знакъ Х, стояпий впереди М№( „Р»), пбказываеть, 
‘что надо взять сумму выраженй М№(,„Р»„) при всевозможн о иРы, ка- 
ВЯ ТОЛЬКО Можно составить; при посл$днемъ член — , ( УМС иР» ), 
знакъ ХУ стоить лишь для симметр!и, а можно было°бы написать и 
просто (—1)"-*№( „Р»), такъ какъ возможно составить лишь одно вы- 
ражене „Р»„, равное А\А,....А;. Ас 


Чтобы доказать справедливость формулы (24) при какомъ угодно 
‘п, Достаточно прибЪгнуть къ методу индукщи, т. е. показать, что если 
‘формула эта имЪетъ мЪсто для я классовъ, то она справедлива и для 
%--1 классовъ. 





т 
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Для этого возьмемъ сумму какихъ либо ®-|-1 классовъ 


#—"-|1 
ЗА = А, РА, |... РА» Ажы 


и, представивъ ее въ видЪ суммы двухъ классовъЪ 


—п 


ЗА» И Ант, 
== 


примфнимъ къ ней формулу (21). Тогда получимъ: 


(52°) АНА, +... РА, )-- Ан] = 
(54 )+ а Ро 


1—п : 
= (2: )+ А ао а 
Выражене 
А Ал - АА, -....-Р А» Ала 


представляетъь собою сумму ® классовъ, а потому къ нему, по предпо-- 
ложению, примЪнима формула (21). Поэтому. 


МА АНА, Ан --...-Р А, Ана) = ХМ „В, ) — ХМ(„@,)-- 
-н...:-1”-2$мМ( „9... НС" Мм0,®, ) (26) 


Въ этомъ уравнен!и „0! обозначаеть просто одинъ изъ классовъ. 


А\Ал+1, АоАлл,... Ан Ан, | (27) 


всЪ же остальныя „@»„, при любомъь т>1, означаютъь всевозможныя. 


произведевтя изъ классовъ (27) по жж классовъ. 
Знакъ Х имфетъ выше указанное значене. 


Остановимся подробнфе на составЪ какого-нибудь изъ произведе-- 


ый О». 


Произведен1е „@»„ имфетъ вообще видъ < | 
У 


а 


(А, Ан+1)(Аь А») (Аь, Ана) ... (А А» +1), и 


тд указатели 11, [2....[» представляютъ собою какихъ-либб.‘чиселъ- 


изъ ряда 1, 2,....п—1, 9. 


«© 
Выражене (28), пользуясь свойствами сочетает и перем$-- 


стительности логическаго умножен1я, можно представить Ъ вид 
<< 


Ан . Ав Ия: А п--1 А Аь ее АК й 
| $ 
или же (ур-е 3) въ видЪ ь 
вт, — А+ . Ау Аь .... А{,, = Ала ре 


гдЪ „Р» имфетъ такое же значене, какъ и въ ур-йи (24). 


Г. 
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Наоборотъ, логическое произведене А„+: на какую-нибудь изъ. 
группъ „Р» представляетъь собою одну изъ группъ „@„, такъ какъ это- 
произведен1е. можно преобразовать къ виду 


Ал-1 Ак . Аза Аь .... Аза Ат . 
тдЪ 
[Е [2 м 


суть как1я-либо 7% чиселъ, взятыхъ въ ряду 
1, 2....п— 1, Я. 


Такимъ образомъ совокупность всЪхъ произведен1й „(„ можеть. 
быть тожественно зам нена совокупностью всевозможныхъ произведевй 
вида 

А . ма ’ 


№ „9 МА Рн) (29) 


ЗамЪняя каждый членъ формулы 26 на основанйи ур-1я 29, внеся 
полученное при этомъ значене М(А, А, А.А, -....-Г А, Аж). 
въ ур-е 25 и подставляя въ это же ур-е 25 


а, потому*) 


&—п 


МУА» 


&—1 


изъ уравнен!я 24, получимъ; 
1—1 
№УА, = (30) 
&—1 


—=М( РМС Р-Н" М р) ЕС-Ь"-УМС НВ, )-Е 


ЧЕМ(А, +) — УМА. иР)-...--(—1)"— УМА иР»—)-- 
НН УМА и, РНС) "УХ(Ан-ыьР, )- 


Замфчая, что совокупность всевозможныхъ логическихъ произве-- 
девй вида „Ри и вида Аз „Ри-: даетъ, по извЪстной теорем изъ 
теор1и соединенй, всевозможныя произведен1я изъ «--1 классовь 


Ат, А., А Ань Аи: Ан 
1 2 3. 1 11 © 


По 2% класеовъ, и обозначая так1я произведеная черезъ „4аРи, 8 мо-- 
жемъ сумму выраженй ь 


(--1)*1 № Вы ) И (—-"- МА, Ри- 5 
замънить ОДНИМЪ выражешемъ 





1 & а 


(—1)"-1 авы д т оо 





*) Формула 29, выведенная для т_>1, остается вфрное и при т=1, такъ. 
какъ „(1 = Аж. Ар гдф  цёлое число, равною одному изъ чиселъ 1, 2.... ®; т. е— 
и = Ав-41 \ эР1. р 
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‚ Тогда уравнене (30) принимаетъ видъ 


2+1 
МХА» = УМ. 4аР,) — УМ) --.... 4 (—1)"-1 Умар, ) Е 


1—1 
НЕ. 5-Е ОеТ М Ода Ра). 


Это’ уравнен!е можеть быть получено изъ уравнен!я 24 замЪною 
-й на п--1, что и доказываетъ справедливость ур-я (24) при какомъ 
угодно цфломъ положительномъ 9. 


(Окончане слъдует»ь). 


ОЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРТЯ ЭЛЛИИСА. 


(ОтвЪтъ на тему, предложенную профессоромъ ЁЕрма- 
. ковымъ въ №110 „„Въстника“). 


(Продолжен:е *). 
УГ. ЛЛаметры. 


$ 52. Теорема. Произвольная касательная отеЪкаетъ отъ двухъ 

‘параллельныхь касательныхъ отр$зки, произведене которыхъ постоянно 

“(отр№зки отсчитываются отъ точекъ прикосновен!я); отношене тёхъ же 

: отр$зковъ равно отношеню, въ 

1 ий ж_ К которомъ отрЁзокъ произвольной 

име касательной между двумя парал- 

лельными касательными длится 
точкою прикосновеня. 


Пусть Ки Г/К'’—двф парал- 
лельныя касательныя, точки при- 
коеновен1я которыхъ суть о» 
я У 77 мг К вфтственно Ти Т; ой ‘лромз- 

вольная третья касательная точку 

Фиг. 48. прикосновен1я которой обозна- 

чимъ черезъ а, отсЪкаетъ отъ параллельныхъ и. отр$зки 

"Тр и Ту (черт. 48). Соединимъ одинъ изъ фокусовъ Е\\СЪ` точками Т, 

т, а, Ти т. Сумма девяти угловъ трехъ треугольников Т’Еи’, ж/Ет 

и ЕТ равна шести прямымт. Но вслЪдетве парадиез ости прямыхъ 
Лт и Тю’ имфемъ: ^оУ 


’ Д ТЕ ДЕти-Р Д Етт- 2 ЕтТ Л Тин! Е Дт" ПЕ 90. 








*) См. „Вфстника Оп. Физики“ №№ 239, 240, 242, 243, 244, 245 и 246. 
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Поэтому сумма оставшихся пяти угловь изъ указанныхъ выше- 
девяти даетъ: 


СтТЕ- А ТЕж- Д тет ДтЕТ- Дт "ГЕ = 4, 
или 


(ДтТЕ-Е Ат) + (ДТЕт + Д тЕа) Е (ДаЕт’-- Д тЕТ!) = 44. 


Такъ какъ ($ 44, слфд.) / мТЕ = ДжтТЕ, и, кромЪ того, ($ 88) 
углы ТЕт и ж’ЕТ’ равны соотвЪтственно угламъ тКа и аЕт,, то пре- 
дыдущее уравнене приметъ видъ 


2 ИтТЕ-Е2 д ТЕж- 2 Д тЕТ' = 4а, 
откуда 
ДтТЕ-- д ТЕР д ЕТ За: 


слфдовательно, уголь ЕТ’ равенъ третьему углу треугольника жТЕ— 
углу ЕжТ. Итакь въ треугольникахъь ТиЁ и Т’Е углы тТЕ и ЕжТ” 
равны соотвЪтственно угламъ ТЕ и жЕТ’, и потому изъ подобя этихъ 
треугольниковъ имфемъ: : 


Ти _ ТЕ 
ТЕ Ти’ 
откуда, 
Тю. Туи = ТЕ. ТЕ, (31) 


величина же ТЕ.Т’Е остается неизмфнной при замзнЪ одной произ- 
вольной касательной другою. 

Перейдемъ ко второй части теоремы. Опустивъ перпендикуляры“ 
773 и тз соотвЪтственпо на прямыя ЕТ и ЕТ', а также перпендику- 
лаяры мир и ту’ на одну и ту же прямую Га, получимъ —принимая во 
внимане, что р 


4 


ДтТЕ= ИтТЕ и Д тар = Д тар — 
двЪ пары подобныхъ прямоугольныхъ треугольниковъ: 
тТЗ и тТ5, тар и тар. 


Изъ ихъ подоб1я находимъ: 








«5 
Тт 13 _ та тр < 
ИЕ ЕР ы 
Г т3 та тр 
. © 7 
а потому, —принимая во внимане, что точки т и лежать соотвфт- 
ву д 2 м 
ственно: на биссекторахъ ($ 38) угловъ ТЕа и Т’Ка, откуда вытекають _ 





равенства: 
т = тр; тз' = ту’, — 
Тж 71а, . 
Ти’ та | (83 


$ 53. Теорема. Прямая т’”и, соединяющая концы т и т’ отр%з- 
Бовъ Ти и Туи, отложенныхъ на двухъ параллельныхъ касательных». 
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-отъ ихь точекъ прикосновеня Ти Т’въ одномъ направлен!и и удовле- 
`‘творяющихь уравнен1ю (31) 


Тж:Тт’ =тТЕ.ТЕ, 
касается эллипса. 


Предположимъ, что прямая ии’ (черт. 00) не касается эллипса; 
`такъ какъ точка т взята на касательной ГК, то она лежитъ внЪ 
-($ 24, сл$д. 3) эллипса, а потому черезь нее можно провести (5 33) 
еще вторую касательную. Пусть эта касательная встр$чаетъ вторую 
параллельную касательную Г/К’ въ н$фкоторой точкЪ 1. Тогда, (ур-е 31) 


Тт.Т=ТЕ.ТЕ. 


Но намъ дано, что, 
жет. ТЕ. 


а потому Т1 = Ти’; слфдовательно точки Ги 7’ совпадаютъ, а значить 
и прямая ии’ сливается съ касательною ”й, что противно сд®ланному 
предположен!ю. 


$ 54. Теорема. Средины всЪхъ хордъ эллипса, параллельныхъ 
одной и той же прямой, находятся на одной прямой, проходящей че- 
резъ центръ эллипса. 

Замфтимъ прежде всего, что въ каждомъ эллипсЪ можно провести. 
безконечное множество хордъ, параллельныхъ данной прямой. ДЪйстви- 
тельно, только дв касательныя къ эллипсу параллельны данной пря- 
мой ($ 40), а потому всякая прямая, прохолящая чрезъ точку эллипса, 
‚отличную отъ точекъ прикосновеня вышеупомянутыхъ касательныхъ, 
встрЗтить эллипсъ еще и во второй точкЪ. 

Пуеть точка а представляетъ собою одинъ изъ концовъ одной изъ 
хордъ, параллельныхъ данному направлен!ю (черт. 49). Проведемъ че- 

4 резъ центръ эллипса 

К М ИР: О хорду ТТ’, парал- 
лельную общему на- 
правлен1ю хордъ. Въ 
точкахь ТиТ' прове- 
демъ касательныя КГ, 
и КИ, которыя, какъ 
та знаемъ ($ 44); бу- 
дуть параллельны”Въ 
точк$ а также прове- 





7 АА 7 у 
А * 1 демъ я ную къ 

Фиг. 49. эллипс Начимъ со- 

ТВТ но черезъ 2 

‘и т точки встрчи этой касательной съ пасательныкис т: м К'Г/. Тогда 









по теорем ($ 52) имфемъ: 
Ти. ТА! = ТЕ. ТЕ (33) 


Такъ какъ касательная и не можеть совпадать по направлен!ю 
съ хордой, проходящей черезъ точку а и параллельной поямой ТТ’, 
`то эта касательная навЪфрно не параллельна прямой ТТ’, а потому от- 


< о $ 
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`р%зки Ти и Ту’ не равны по’длинЪ. Отложимъ теперь на касатель- 
ной КТ, отрфзокъ ТМ’'=Т“и', а на касательной К’. отр%зокъ Т’М=Тии. 
“Тогда (ур. 33) 

ТМ. ТМ! = Тю. Ту = ТЕ. ТЕ, 


а потому ($ 54) прямая ММ’ касается эллипса въ нФкоторой точк® 
его 5. Соединимъ точку % прямою съ точкой М и точку М’ съ точкой 
т. Такъ какъ отрзокъ Тю равенъ и параллеленъ отрЪзку Т’М' и от- 
р%зокъ ТМ’ равенъ и параллеленъ отрфзку Туи, то вс три прямыя 


ТТ, М ижМ' 


параллельны между собою. Изъ параллельности прямыхь иМ и ®М" 
слЪдуетъ, что фигура тМ”и’М есть параллелограммъ, а потому отр%зки 
лит и ММ' перескаются и дфлятся взаимно пополамъ въ н%которой 
точк$ Р. Поэтому 


Рт= Ри и РМ =РМ!' (34) 
На основан теоремы $ 52 находимъ: 


та _ Тт а М ТМ 
та Ти М Тм 





‘откуда слЗдуетъ, что 
та _'МЬ. 
та МЪ’ 


-составивъ производную пропорщю, имфемъ: 


Е: МЬ 
тата МЫ М” 











или 
та _ МЬ 
пит ММ” 
«откуда получаемъ: 
та _ МВ 
2) (=) 
2 2 У 
или (ур. 34) У р. 
та __ М У 
тР_ МР 


\ в 
Эта пропорщя показываетъ, что хорда эллипса, Ри араллельна, 
прамой тМ, а сл$довательно она параллельна и п ямой Т,, т. е. об- 
щему направлен1ю вс$хъ параллельныхъ хордъ; с Бдовательно точка, 6 
<овпадаеть съ другимъ концомъ хорды, проходящей черезъ точку @ и 
параллельной данной прямой. Соединимъ точку Р съ центромъ О пря- 
мою; пусть © и с обозначають соотвфтственно точки ветрёчи этой пря- 
мой съ отрёзками тМ и аб. Какъ средняя ливня трапещи ТжимТ", пря- 
мая ОР параллельна прямымъ ГК и ГК', а потому она дзлить `отр*- 
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зокЪ тМ въ точкЪ ( пополамъ. Но, какъ выше доказано, хорда аб: 
параллельна прямой иМ, откуда ел дуэть: 


т ас 
МО 6 


а потому точка с есть средина хорды 5. Изъ всего вышесказаннаго 
сл$луетъ, что, соединяя средину с какой-нибудь хорды съ центромъ, 
мы получаемъ прямую, параллельную касательнымъ, проведеннымь въ 
концахъ хорды ТТ’, параллельной хорд аб и проходящей черезъ 
центръ. Такъ какъ положене точекъ Т и Т’ зависить лишь отъ на- 
правлен1я хорды 46, то и направлеше прямой, соединяющей центръ съ 
срединой хорды, будеть одинаково для всЪхъ параллельныхъ хордъ, 
откуда и вытекаетъ справедливость предложенной теоремы. 

Сльдствве 1-е. Обозначимъ буквами фи # (черт. 49) точки ветр$- 
чи прямой ОР съ эллипсомъ. Точка с — средина одной изъ хордъ а6, 
параллельныхъ данному направлен!ю, лежитъ внутри ($ 9) эллипса; 
поэтому точка эта, находясь на прямой ОР, не можеть выйти за пре- 
дфлы хорды # или же совпадать съ одной изъ точекъ # или $. 

Хорды, проходящя черезъь центръ, какова, наприм$ръ, хорда &', 
носятъ назван!е д1аметровъ. Такъ какъ мы Только что показали, что 
точка с лежитъ на даметрЪ #, то теорему этого $ можно выразить 
слфдующимъ образомъ: средины всфхъ хордъ, параллельныхъ данной 
прямой, лежатъ на одномъ д1аметрЪ эллипса. 

Сльдстве 2-е. Касательныя, проведенныя въ концахъ хорды, не 
проходящей черезъ центръ, пересЪкаются на продолжени д1аметра, 
дфлящаго эту хорду пополамъ. 

ЛъЪйствительно, касательныя 7” и ММ’ въ точкахъ а иб эллипса, 
(черт. 49) перес$каются въ точкЪ Р, Е на продолжени д1аметра, 
й!, дЪлящаго хорду аф пополамъ. 

Ольдстве 3-е. Прямая, соединяющая точку перес$чен1я каса- 
тельныхъ съ центромъ, дфлитъ пополамъ хорду, соединяющую точки 
касан1я. 

Это слЪдетве есть лишь другое выражеше предыдущаго сл дет я 
и выводится изъ него безъ труда по способу доказательства отъ про- 
тивнаго. 

Слльдстве 4-е. Касательныя въ концахъ хорды отсФкають отъ 
продолженной параллельной хорды равные отр$зки. Пусть а/6' (черт, 29) 
нфкоторая хорда, параллельная хорд ар. Пусть с'--точка вотрёчи`дла- 
метра &' съ хорлой аб, а точки я и я-—точки перес$чен1я касаТель- 


ныхъ тт и ММ’ съ продолженемъ этой хорды по объ сторо . Такъ 
какъ точка () есть средина отрЪзка иМ, и такъ какъ п ямня им и 
ли; — будучи параллельны порознь прямой ар — паралл ны между со- 


бою, то и точка с’ есть средина отрфзка пи’. ее. 
в 
ст==еп. АСУ" 
м 


Вычитая изъ этого равенства почленно равенство 
ва’ А с, 
находимъ, что 
ап=ьЬи” 
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Сльдетвве 5-е. Прямая, соединяющая точку пересечения касатель- 
ныхъ, проведенныхъ въ двухъ концахъ двухъ параллельныхъ хордъ, 
съ точкою пересфчен1я касательныхъ, проведенныхъ въ двухъ другихъ 
концахъ тфхъ же хордъ, параллельна самимъ хордамъ. 

Пусть АВ и А'В’— двЪ параллельныя хорды. Проведемъ черезъ 
центръ эллипса О д1аметръ, дЪляшИй пополамь хорды АВ и АВ’ вь 
точкахь Ми №' (черт. 50). Изъ четырехъ концовь хордъ АВ и А’В' 
[6 два —Аи А'— находятся по одну 

сторону прямой №№, а два дру- 
гихъ— Ви В' — по другую сторону 
той же прямой; слЗдовательно хор- 
ды АА’ и ВВ’ неё проходятъ черезъ 
центръ эллипса, лежан/й на прямой 
ММ, а потому касательныя въ точ- 
кахъ А и А’ перес%кутся (8 45) въ 
нфкоторой точкз С, и касательныя 
въ точкахъь Ви В’ пересфкутся въ 
нфкоторой точк® О. Продолжимь от- 
р%фзки А’С и ВУ | до переефченая 
ихъ съ продолженной хордой АВ въ 
точкахь (и В, а также отр$зки 
АС и ВР — до перес$чен1я въ точ- 
кахъ ЗиТ сь продолженной хордой 
А’В'. Такъ какъ прямыя АВ и А’В', 
по предположенио, параллельны, то 
треугольники АОС и ВВО подобны 
соотвЪтетвенно треугольникамъ ЗА’С 
и В'ГО; поэтому 





Фиг. 50. 


И А | ВО _ ВВ 
$6 `` АЗ “Тр ВТ. 





Вторыя части этихъ двухъ равенствъ равны, такъ какъ (см. пре- 
дыдущее слфдстые) АО =ВВ и АЗ = "Г. Слфдовательно 


АС ВО 
86 ТО 5 


Итакъ три прямыя АВ, СР и БТ дфлять. отр®зки АС и ВТ а 
части пропорщюональныя и притомъ дв изъ нихъ — АВ и ЗТ>иарал-› 
лельны; поэтому и прямая СО параллельна прямымъ АВ и от 

Пусть теперь Н обозначаетъ точку ветрВчи касате) Ныхь въ точ- 
кахъ Аи В'и К-— точку ветр%чи касательныхь къ Эд ЦСу ВЪ ТОЧКАХ 
Ви А' *). Пользуясь надлежащимь образомъ па ги. подобных тре- 
угольниковъ АНВ и ЭНВ' и ОКВи АТ, мы вай, что прямая НК 
также параллельна хордамъ АВ и А’В'. 





*) Если хорда АВ’ проходитъ черезъ центръ, то касательныя въ точкахъ А и 
В’ параллельны; въ этомъ случа касательныя въ точкахъ А’и В также параллельны, 


` 
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$ 55. Теорема. Если одинъ даметръ дфлитъ пополамъ хорды, 
параллельныя другому, то и обратно, второй д1аметръ раздфлитъ попо- 
ламъ хорды, параллельныя первому. 


Пусть точка О—центръ эллипса и пусть (черт. 51) дламетръ #' дЪ- 
литъ пополамъ въ точкВ с хорду ар, параллельную д!аметру ТТ”. Ирове- 
демъ черезъ точку а прямую, параллельную д!аметру # и продолжимъ 
ее до пересВчен!я съ прямою 50 въ точкЪ Ы'. Точку встрЪчи прямыхъ 
РТ’ и аб обозначимъ черезъ с’. Тогда, пользуясь, съ одной стороны, 
параллельностью прямыхъ аб и ТТ’ и, съ другой стороны — параллель- 
ностью прямыхъ аб’и {, получимъ: 


бе оО. ас | 
аби 6”. 
откуда 
БО =5'0О 
и 
Ис = ас. 


Первое изъ этихъ равенствъ показываетъ, что точка Ы', какъ сим- 
метричная съ точкой 6 относительно центра, принадлежитъ ($ 15) эл- 
линсу; слВдовательно отрзокъ аб’ есть одна изъ хордъ эллипса, парал- 
лельныхъ даметру &. Второе равенство показываеть что дламетръ ТТ’ 
дфлить пополамъ хорду аб’, а съ нею и всф хорды, ($ 54) параллель- 
ныя дамегру #. Два даметра, каждый изъ которыхъ дфлитъ пополамъ 
хорды, параллельныя другому д1аметру, называются сопряженными. 


Слльдстве 1-е. Каждый д1аметръ эллипса сопряженъ съ н%кото- 
рымъ другимъ д1аметромъ и потому дЪлитъ пополамъ ве хорды, па- 
раллельныя нфкоторому направлен1ю. 


ДЪйствительио, пусть & (черт. 51) —данный д1аметръ. Проведемъ 
какую-нибудь хорду аб’, параллельную этому д1аметру и построимъ д1а- 
метръ ТТ’, дфлянИй хорду аб’ пополамъ; данный д1аметръ #', какъ со- 
пряженный съ д!аметромъ ТТ’, дЪлить пополамъ всф хорды, парал- 
лельныя д1аметру ТТ". 


СОльдетвае 2-е. Касательная въ конц д1аметра параллельна д1а- 
метру, сопряженному съ даннымъ д1аметромъ, а потому параллельна 
хордамъ, дЪлимымъ даннымъ д1аметромъ пополамъ. Го 


(© о” 
При доказательствВ теоремы (5 54) мы видфли, что касательных 
въ концахъь Ти Т’ н®котораго дламетра ТТ’ параллельны дюметру И, 
дфлящему пополамъ хорды, параллельныя д!аметру ТТ" „И -ноэтому со- 
пряженному съ даннымъ д1аметромъ ТТ’. Дламетръ #' реле хор- 
дамъ, дфлимымъ пополамъ дзаметромъ ТТ’, & значит®_)к: сательныя Въ 


точкахъь Ти Т’ параллельны также этимъ хордам® (черт. 2). 
о 


Примъчане. Итакъ концы д1аметра не служать уже срединами 
н®зкоторыхъ хордъ, параллельныхъ сопряженному д1аметру, но являются 
точками прикосновеня касательныхъ, параллельныхъ ему. Вс же ос- 
тальныя точки д1аметра служатъ срединами хордъ, параллельныхъ 60- 
пряженному д1аметру. 
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Слъдсетве 3-е. Половина дламетра есть средняя иропорцюнальная 
{ длина между прямыми, соединяющими фо- 
Ь кусъ съ концами сопряженнаго д1аметра. 


Разсмотримъ нфкоторый даметръ &' и 

т’ сопряженный съ нимъ дламетръ ТТ’. Пусть 

КГ, и КТ, (черт. 49) будутъ касательныя къ 

эллипсу въ точкахъь Ти Т', параллельныя, 

} какъ только что доказано, д1аметру #. Обо- 

( значимъ черезъь В и В’ точки встрЗчи каса- 

Фиг. 51. тельной къ эллипсу въ точкЪ # съ касатель- 

ными КГ, и КТ/. Касательная ВВ параллельна дламетру ТТ’, сопряжен- 

ному съ даметромъ #. Поэтому четыреугольники ТОВ и ОВ суть 
параллелограммы, & слБдовательно 


ТВ =Г'В, = 0+. 





По теорем $ 52 
ТЕ ТВ ТЕ. ТА, 


откуда 
ОР =ТЕ. ТЕ, 
что можно записать въ вид 
ТЕ 04 
В Е 


8 56. ДвЪ хорды, перес$каюпщияся на эллипез, называются допол- 
нительными, если д1аметръ, параллельный одной изъ нихъ, дфлитъ 
другую пополамъ. Изъ этого опредЪлен1я сл$дуетъ, что двЪ дополни- 
тельныя хорды параллельны двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ. 

Теорема. ДвЪ хорды, пересЗкающияся на эллинсВ и опирающйяся 
на дламетрте, суть дополнительныя. 

Пусть & — точка эллипса, въ которой перес$каются хорды @0’ 
(черт. 51) и а, опираюпйяся на д1аметръ 5’. Пусть с’ будеть точка 
пересЪчен1я д1аметра, параллельнаго. хорд аб съ хордоюаб’. Тогда 

ас'__ 50 

с 50 
откуда слфдуетъ, что точка с’ есть средина хорды аб’. Итакъ, дламетръ, 
параллельный одной изъ хордъ аб’ или а6, дЪлитъ другую ПО 

Обратныя теоремы. 1) Прямыя, проведенныя черезь конц 
которагс дЛаметра параллельно двумъ сопряженнымъ д1аметрамж, Е. 
сЪкаются на эллипс$. 2) Прямая, соединяющая ковцы хордь ароведен- 
ныхъ черезъ нзкоторую точку а параллельно двумъ сопрях ке чнымъ д1а- 
метрамъ, проходить черезъ центръ эллипса. Пусть 64 и ба удутъ пря- 
мыя, проведенныя въ концахь д1аметра 05' параллельно нкоторыиъ 
двумъ сопряженнымь даметрамъ. Проведемъ черезъ< нтръ эллипса О 
дламетръ, которому параллельна хорда аб, и пусть с’ будеть точка встр%- 
чи этого д1аметра съ хордою аб’. Такъ какъ прямая аб’, по предполо- 
жен!ю, параллельна второму сопряженному д1аметру, то она въ лерес%- 
чен1и съ эллипсомъ, должна дать нфкоторую хорду, дВлящуюся въ точкЪ 
с’ пополамъ. Одинъ изъ концовъ этой хорды есть точка ('; такъ какъ 
изъ параллельности прямыхъ 0с’и аб слфдуетъ, что 


=}, 
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и о 
ш=ъю-1 
то 


6! = ас, 


а потому точка а есть другой конець упомянутой выше хорды, т. е. 
точка эллипса. 

Перейдемъ къ доказательству второй обратной теоремы. 

Пусть аб и аб’ будуть двф хорды эллипса, параллельныя нЪкото- 
рымъ двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ. Обозначимъ соотв тственно 
черезъ с’, си О средины отр$зковъ аб’, аб и Ш’. Дламетръ, параллель- 
ный хордЪ аб, дЪлитъ пополамъ хорду аб, такъ какъ она параллельна, 
по предположению, л1аметру, сопряженному съ первымъ; наоборотъ, 
прямая с\О, проходящая чрезъ средину хорды аб’ и параллельная хордЪ 
аб, должна при перес$чени съ эллипсомъ дать д1аметръ, параллельный 
хорд аб. Итакъ прямая с'О есть не что иное, какъ прямая, дфлящая 
пополамъ всЪ хорды, параллельныя хорд аб’, а потому она проходить 
черезъ центръ ($ 54) эллипса. Точно также убфдимся, что и прямая 
О проходить черезъ центръ эллипса. Поэтому точка О есть центръ, а 
хорда №’—д!аметръ эллинса. 

$ 57. Пусть ТТ'’ий&’ (черт. 00) два сопряженныхъ д1аметра. 
Половины ихъ, наприм$ръ, ОТ и 0 носятъ назваме сопряженныхъ 
радусовъ. 

Теорема. Прямыя, соединяюция фокусъ съ концами двухъ вопря- 
женныхъ рад1усовъ, находятся въ постоянномъ, — равномъ половин$ 
малой оси разстояи ОТЪ ТОЧКИ перес чен1я касательныхъ, проведен- 
ныхь въ концахъ рад1усовъ. 

Пусть ОТ и 0+ (черт. 00) два сопряженных радлуса. Построимъ 
точку Т’эллипса, симметричную съ точкой Т относительно центра эл- 

т’ РВ липса О, и соединимъ фокусъ Е съ точ- 
ками Т, Ти ВЕ концахь Ти # данныхъ 
сопряженныхъ рад1усовъ, а также въ точк® 
|’ проведемъ касательныя. Пусть касатель- 
ныя въ точкахъ Т и & перес$каются въ н$- 
которой точкЪ В, а касательныя въ точкахъ 
Ги Т’—въ точь В’. Изъ точки В опустимъ 
перпендикуляры В@} и ВМ на прямыя ЕТ^и 
и Р’ В Еь а изъ точки В’ — перпендикуляръ 21 

на прямую ЕТ’; кромЪ того, черезъ тоя Е 

Фиг, 52. проведемъ общий перпендикулярь. р ъ па- 

раллельнымь касательнымь ТВ и ТВ’. Прямоугольные треугольники 

ТВО и ТЕР, имфюцие обийй острый уголъ при вершин Т, подобны, 
а потому °\\ 

_ В9. у 

О И, 5 ег) 


Подобнымъ же образомъ изъ подобя треугольниковъ Т’О’В! и Т’ЕР! 
найдемъ, что 








7) 








(35) 


У 


ти’ в а 
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Первыя части ур-й. 35 и 36 равны ($ 52), а потому 


ВО _ ЕР 
ВО. 
откула 
ВО. В'0'=ЕР.ЕР', 
или ($41) 
ВО. 9’ =? (37) 


Такъ какъ ($55, слЪд. 2) прямыя ТТ’и ВВ’ параллельны, и 
прямья ТВ и Т’В’ также параллельны, то 


ТЕ=ТВ. 
Кром того, ($ 44, сл$д.) 
| отв= д @’гв,. 
Слфдовательно прямоугольные треугольники @)ТВ-и В’Т’В' равны; изъ 
равенства ихъ имЗемъ, что 


ВО = ВО, 
а потому (ур. 37) 
В = в, 
откуда 
ВО =5. 


Такъ какъ точка В лежить ($ 38) на биссекторЪ угла ТЕф то 
перпендикуляры ВК) и ВМ равны. 


Итакъ 
Во =ВМ = 6. 
$ 58. Теорема Площадь параллелограмма, построеннаго на двухъ 
сопряженныхъ д1аметрахъ, есть величина постоянная. 

Пусть ТТ’и #'— два сопряженныхь д1аметра. Проведемъ каса- 
тельныя къ эллипсу въ точкахъ Т, Т'фи #; пусть В, 5, 5', В’ (черт. 53) 
будуть вершины параллелограмма, обра- 
зованнаго этими четырьмя касательными. 
Соединяя одинъ изъ фокусовъ Е прямыми 
съ точками В, Т, В, 25, Т, Зиф мы 
разобьемъ параллелограммъ ВЗ5’В, на, во- 
семь треугольниковъ, имфющихъ общую 
’ вершину въ точк$ Е. Раземотримъ пло- 
щадь одного изъ этихъ треугольниковъ, 
напримЪръ, площадь треугольника ВЕ. 
Опустивь изъ точки В перпендикуляръ 
ВФ на прямую ЕТ, имЪемъ ($ 57) 


ВО=Ь, 





а потому 


АВЕ Е. ВО = # 


Подобнымъ же образомъ найдемъ: „ 
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АНИ. В, 
2 
а потому 
АВЕ =Ь. ЕЕ 
Точно также 
АВ’ЕУ =5. ЕЕ. 
Сл довательно 
АВЕЗ- АВЕ =Ь. (ЕЕ) === (38) 
Изъ равенства треугольниковъ {КО и ФОЕ'’ваходимъ, что 
Е =фЕ. 


Поэтому уравнене (38) принимаетъ вилъ 
АВЕ -- ДВ/Е$' = (РЕ Е) ==6.2а == 2а6. 
При помощи такихъ же разсужден получимъ, что 
ЛВЕВ’ -- АЗЕЗ' = 2а5, 


а слдовательно площадь пфлаго параллелограмма равна 446. 

Слъдетве. Такъ какъ площадь параллелограмма ТЕГ равна по- 
ловин площади ВЗ5'В,, то его площадь равна 245. 

$ 59. Теорема. Сумма квадратовъ сопряженныхъ рад1усовъ есть 
величина постоянная. 

Пусть ОТ и ОЁ— два сопряженныхъ рад1уса. Соединимъ точку # 
съ фокусами и введемъ слфдующя обозначен1я: 


ТЕ = "=. ОТ Ы; Оба’ 





и 
ЕЕ'=9с (см. $ 1). 
Тогда 
ит? = 24" -|- 202 (39) 
По теорем$ 8 55 (слфд. 3-е) 
ОТ? = Е.Е, 
т. е. 
ит! = 9. (40) у 
Помноживъ ур. (40) на 2 и сложивь его почленно съ ур. (39), 
получимъ: @@л 
ии = 2 (а? 55) 27, «© 
< 
откуда, — такъ какъ х--”’—=2а, находимъ: 5\ ; 
©)°\ 
2(аз 5) -- 26° = 44’. 323% 
Поэтому 5СУ 


а 62 — 242 — с? = 2а?— (а? — 5’) =. 


(Окончаше слюдуеть). 


—==— 
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НАУЧНАЯ ХРОНИКА. 


Поглощен!е свфта оптическими стеклами. — Въ слфдующей 
табличкВ указаны количества свЪта, проходящ!я сквозь объективъ оп- 
тическато прибора; количество падающаго сев$та принято за единицу: 






































8 Сила проходяшкаго енЪта 
н ъ——Бк—Бк— 
В Въ разсчетъ принято только Въ разсчетъ принято поглощене 
© поглощен!е и отражеше 
сп. ‹ | Оптичесюе лучи | Химическе лучи | Оптическе лучи | Химическе лучи 
4 0,98 0,84 0,77 0,69 
6 0,90 0,77 0,75 0,63 
8 0,87 0,71 0,72 0,58 
10 0,84 0,65 0,70 0,53 
20 0,71 0,48. 0,59 0,35 
30 0,60 0,28 0,50 0,23 
40 0,51 0,18 0,42 ° 0,10 








РВоё. Соггезр. 


ЗАДАЧИ. 


№ 403. Въ урнф находится 5000 шаровъ, перенумерованныхъ чис- 
лами отъь | до 5000. Какъ велика вЪроятность событ!я, что вынутый 
изъ урны шаръ будетъ имЪть номеръ, кратный какого либо изъ чи- 
_ селъ 14, 21, 10? 
Е. Буницкй (Одесса). 


№ 404. Ланы дв окружности рад1усовь Ви В,(В > Е,). Въ ок- 
ружности рад1уса Е проведена нфкоторая хорда АВ, ры 
центральному углу АОВ, и въ окружности радлуса И 





АВ, 
` С.= 
9 
причемъ центральный уголь, ей соотв тетвующй, › 
АОВ <” 
== в 


Опред$лить АВ. Р%шить эту задачу безъ помощи тригонометрии. 


Н. Николаевь (Пенза). 
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№ 405. Найти площадь треугольника, образуемаго соединешемъ 
точекъ О, Еи Ё, въ которыхъ стороны треугольника АВС дфлятся 
въ отношени #:т, если дана площадь треугольника АВС. 


Л. Маазаникъь (Бердичевъ). 
№ 406. Изъ уравневй 


| 428? —- 52а? — а, 
с?а3 — (с? а’)а’в + ай = 0, 
6283 — (с? — 5) — “у —=0 
исключить @ и В. 
(Заимств.) Д. Е. (Иваново-Вознесенскъ). 


№ 407. ОпредЪлить, какой изъ усЪченныхъ конусовъ, имЗющихь 
данный объемъ о и данную высоту №, имЪетъ наибольшую поверхность. 


П. Овюшниковь (Уральскъ). 


№ 408. Доказать, что если сторона а треугольника АВС есть 
средвяя пропоршональная между сторонами 6 и с, то прямая, соеди- 
няющая точки Брокара, этого треугольника, проходить черезъ вер- 
шину А. хх 


М. Зиминь (Орель). 


РВШЕНТЯ ЗАДАЧЪ. 


№ 194 (3 сер.). Даны дв параллели и на нихъ но точк% Ди В. 
Черезъь внзшнюю точку С провести даннымъ рад1усомъ окружность, 
ветр$чающую параллели въ ди у такъ, чтобы отрфзки Ахи Ву были 
равны между собою. 

Строимъ на АВ равнобедренный треугольникь АВО, у котораго 
АТ и ВО равны данному рад1усу; черезъ 7) проводимъ линю, парал- 
лельную даннымъ параллелямъ; изъ С онисываемъ окружность даннымъ 
радлусомъ. Пересёчене полученнои параллели. съ этой и 
даетъ искомый центръ. Задача допускаетъь вообще 4 рЪшен1я. <” 


М. Зиминь (Орелъ); Д. Цельмефръ р Неизвьстный (Блдаетона) Уч. 
ЁВлево- Печ. чим., Л и Р., 9. Заторск (Вильно); С. Циклинскй (Пинк 


ко 
№ 202 (3 сер.) — Построить треугольникъ, если коты произве- 
деше двухъ сторонъ, мед1ана третьей стороны и раястой 1е этой мед1- 
аны отъ одной изъ вершинь треугольника. д СУ 

Пусть АВС — искомый треугольникъ, а ВМ. — данная мед1ана. 
Продолживъ медану ВМ на разстояве МА), равное БМ, и соединивъ 
Ати С, мы получимъ треугольникъ 4, ВС, который нетрудно построить, 
такъ какъ извЪстны сторона его А, В, произведене двухъ другихъ сто- 
ронъ ВС.А,С, равное данному произведению, высота его и; елФдова- 
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тельно, радусъ описаннаго круга. Построивъ же треугольникъ А. ВС, 
мы безъ труда построимъ искомый тр-къ. 


Д. Цельмерь (Тамбовъ); Уч. Кйево-Печ. чимн. Л. и Р.; 9. Заторски (Спб.). 


№ 214 (3 сер.)—Построить треугольникъ А БС, когда даны АС, Д В 
и площадь треугольника ВКО, гдЪ К ортоцентръ. треугольника АВС. 

На сторонз АС описываемъ дугу, виз щающую уголъ `В; отъ точ- 
ки С ва прямой АС откладываемъ часть 


52 
Ор’ 


тд% 5? есть площадь Л-ка ВКС, О — центръ описаннаго круга, а О) 
середина АС; изъ Е возставляемъ перпендикуляръ до перес$ченя съ 
окружностью въ точкЪ В, которая и будетъ третьей вершиной иско- 
маго треугольника. 

Это построен!е основано на слЗдующей теоремЪ: ортоцентръ от- 
стоитъ отъ какой-нибудь вершины тр-ка вдвое дальше, нежели центръ 
описываемато круга отъ противоположной стороны. 


9. Заторскй (Сиб.); П. Хмьбниковь (Тула); М. Зиминъ. (Орелъ). 


СЕ= 





№ 218 (3 сер.) — Безь помощи тригонометрии вычислить площадь 
четыреугольника, въ которомъ произведен1е прямыхъ, ` соединяющихъ 
середины противоположныхъ сторонъ, равно а”, а уголь между этими 
прямыми равенъ 1505. 
Соединивъ середины сторонъ четыр-ка АВОСЬ прямыми ММ, МР, 
РО и ОМ, мы получимъ параллелограммь ММРО, площадь котораго 
равна половинф площади четыреугольника АВСШ. Площадь же парал- 
лелограмма 1/М№МРО равна : 
а 


ЕЯ: 


4 
такъ какъ высота МЕ ДА-ка ММР равна 
№ 


4’ а. 
С 
ибо острый уголь между прямыми, соединяющими противополо ай 
стороны четыреугольника АВСФО, равенъ, по услов!ю, 30°. Такие 
зомъ, плошадь четыреугольника АВСО равна, 


а? 


р у 
М. Зиминъ (Орелъ); Д. Цельмеръ (Тамбовъ); П. Бия, Внаменну Хиьб- 
никовъ (Тула); Э. Заторскй (Сиб.); Уч. Елево-Печ. зимн 5 








№ 220 (3 сер.) — РБшить систему уравнен!й: 


18 (у-- 2) = 431 -{ 26085; . 
42 (у — 2) = 4915 — 26085. 
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Складывая и вычитывая данныя ур-н1я, получимъ 


ту 3125 


с08(/ 2 ж)с08(и — 2) 608 
соз(а -- 2)соз(у — 2) м 7 со8(у - 2)с08(у — =) а 
или 
а м 
т 43е...(0); и Рот 2с08х...(В). 


ОпредЗляя изъ (8) соз2у -- с0825 и подставляя въ (©), имЗемъ: 
зш2у = 48125; с082у = У1 — 163 т. 
Подставляя послфднее выражене въ (8), получимъ 


315 = 60825 | /1 — 163145 
ИЛИ 
2312 -- зп — 1 = И1 — 1634, 
(такъ какъ с032% =1 — 28125). 
Такимъ образомъ получаемъ уравнене 


3112(203т3х 4312 — 3315 — 2) =0 
или 
зта( тя — '/›)(з12% — Т/лозша Е 5) = 0. 


Не трудно видЪть, что изъ четырехъ наименьшихъ значев!й хи у, 
даваемыхъ этимъ уравнешемъ, отвЪтомъ служить 


д = 309 и у= 45°. 


9. Заторекй (Вильно); В. ОСоковичь (Клевъ); Я. Полушжинъ (с. Знаменка); Уч. 
Елево- Печ. чимн. Л. и Р. 


№ 230 (3 сер.)-—Даны дв точки А и Ви дв параллели. Про- 
вести черезь А и В окружность, встрфчающую параллели въ хи у, 
такъ что 2у = АВ. 

Описавь изъ какой нибудь точки 2:, взятой на одной изъ парал- 
лелей, окружность рад1усомъ АВ, мы получимъ отрфзки у: и д" 
опред$ляющ!е направлен!е искомаго отрЪзка ху и равные ему. Цостроивъ 
на АВ равнобедренный треугольнивъ АВС, такъ что АС равно 
и параллельно 519, и продолживь ВС до пересЪчен1я съ дальнйшей 
параллелью, мы опредЪлимъ точку 2. Проведя черезъ х пряму эт па- 
раллельно ху, мы опредЪлимъ точку у на другой параллейи? Окруж- 
ность, проходящая черезь А, Ви х пройдетъь черезъ Ок какъ 
АВху есть равнобочная трапещя. Очевидно, что а имЪеть два 
рЪшен1я. е 


С. Зайщевь (Курскъ); Г. (Тамбовъ); Е. Заусиинскй о П. Хлюбниковъ 
(Тула); М. Зиминъ (Орелъ). 


№ 233 (3 р сумму рядовъ: 


1 1 
3114.31125 о зшЭх. —_ а эти — х.з 
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1 1 1 
08.260835 те с0885.60855 Г с03(2%—1)2.с03(2% -- 1) 


Не трудно видЪть, что 
8шх 


со (п — 1)5-— ееих = эт — Пазииа’ 


откуда, 
1 


о = С03е62[с(п — 1) — их]. 

зт(я — 1)х.зтих Го ) вт] 

Давая я значеня 2, 3,...п, имфемъ 
1 

31152.31125 


1 
$125.3135 


== с03ес2(с48х —с1025) 


—= с03ес2(с{22х— 403) 


1 


(и — ищи = созеса св (я — 1)5 — св5х]. 


Сложивъ эти равенства, найдемъ для суммы перваго ряда такое 


выражен!е: 
51 = с05е022(с40; — сих) 


или 
_ (и — 02 


— вид. зших 


Исходя изъ равенства 
$125 


ё И 
6 Р Из — 8 № с08(® — 1)х.соз(и-Е 1)5 
можно очень легко найти для суммы 2-го ряда такое выражеше 


82 = с05е62242(2 -- 1х —48(2и — 1)2] 


ИЛИ 
511275 


$1125.6085.608(2и-- 1) 


Э. Заторскй (Вильно); М. Зиминъ (Орелъ); Уч. Е4езо-Печ, т иР. 








= 


№ 337 (3 сер.). Показать, что во всякомъ орон 
а(созС'-- соз В) -- 6(созС - соз.А)  с(созВ У. Е = =, 


а(с050 — созВ) - 5(соз.4 — сиз С) + с(созВ — с08.А) = а =. 
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_ ГД а, 6, с суть стороны треугольника, В—радуеъ тт а х— 
вписаннаго круга. 


Сложивъ почленно равенства: 
а.с08В--Ь. 05.4 = с, 
а. соо -Нс. с03 А =, 


Ь. со Е с. с08В = а, 
получимъ 
абс 


а(созВ —- созС)  ЦсозС'-- с0ё.4) - с(созВ -- соз.А) = а-Но-Ре= 5р»` 





ДалЪе имЪемъ: 





а? 6? — с? а 9-е — Чу в бы АГ 








а. воз С-Н БВ. соз А -- с. созВ =- о, 5 ру 
_ а-Но-с а азс — ас? | аб? — а Ее — 63 
РО 2абс 
веаЕо-Ее. (4-2 о оо 
2 Забс 


или 
а \/ (а— 6) — с) (е— а) 
а. со8 С --Ь. с03 Ас. с08В = В -- я : 


Умноживъ послЗднее равенство на 2 и вычтя изъ полученнаго 
равенства первое изъ данныхъ въ задачЪ, получимъ второе, которое 
требовалось оправдать. 


М. Зиминъ (Орелъ); Я. Полушкинъ (с. Знаменка): „Лежебокь и Г. (Иваново- 
Вознесенскъ). 





Редакторъ-Издатель 9. К. Шпачинекй. 


Дозволено цензурою. Одесса, 14-го Августа 1897 г. - 
„Центральная типо-литограф!я“, уг. Авчинникова пер. и Почтовой ул., д. № #9. 


